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Penelitian ini membahas tentang bagaimana sistem kerja pada bejana tanpa 
ada aliran air yang masuk dengan menggunakan Metode Transformasi Laplace. 
Keunggulan Transformasi Laplace adalah bahwa masalah nilai awal persamaan 
diferensial linier dapat diselesaikan secara langsung tanpa terlebih dahulu 
menentukan solusi umumnya dan juga untuk memperoleh keuntungan yang 
maksimal. 
Tujuan dari penelitian ini adalah mendapatkan hasil penyelesaian dari 
Persamaan Diferensial pada Sistem Bejana dengan menggunakan Metode 
Transformasi Laplace. Model yang telah didapatkan pada sistem bejana adalah 
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A. Latar Belakang 
Matematika merupakan disiplin ilmu pengetahuan yang dibutuhkan oleh 
seluruh manusia baik secara langsung maupun tidak langsung yang digunakan 
sebagai alat bantu untuk menyelesaikan masalah. Ilmu matematika tidak hanya 
digunakan pada bidang keilmuan matematika saja, akan tetapi juga sebagai dasar 
dari berbagai ilmu eksakta. Diantaranya dalam bidang fisika, kimia, biologi, 
ekonomi, dan lain sebagainya yang dapat dimodelkan ke dalam suatu model 
matematika. 
Salah satu model matematika yang banyak digunakan adalah Persamaan 
diferensial, terutama dalam bidang fisika. Jika model matematika berbentuk 
persamaan diferensial, maka masalahnya adalah bagaimana menentukan solusi 
persamaan diferensial tersebut. Persamaan diferensial seringkali muncul dalam 
permasalahan fisika yang mencoba menggambarkan keadaan kehidupan nyata. 
Persamaan diferensial merupakan persamaan yang berkaitan dengan 
turunan suatu fungsi atau memuat suku-suku dari fungsi tersebut dan turunannya. 
Pada dasarnya persamaan diferensial dibagi menjadi dua, yaitu Persamaan 
Diferensial Biasa (PDB) dan Persamaan Diferensial Parsial (PDP).  
Dalam al-Qur’an, persamaan seperti yang disebutkan di atas tidak 
ditemukan secara jelas. Akan tetapi persamaan tersebut adalah bagian dari 





bilangan misalnya perintah tentang menghitung nikmat Allah. Sebagaimana dalam 
QS Ibrahim/14:34 : 
              
     
Terjemahannya: 
“Dan dia Telah memberikan kepadamu (keperluanmu) dan segala apa 
yang kamu mohonkan kepadanya. dan jika kamu menghitung nikmat Allah, 
tidaklah dapat kamu menghinggakannya. Sesungguhnya manusia itu, sangat 
zalim dan sangat mengingkari (nikmat Allah) (34).”1 
 
Ayat di atas menjelaskan bahwa Allah swt. Menceritakan sisi 
ketidakmampuan hamba-hamba-Nya untuk menghitung nikmat-nikmat yang telah 
dianugerahkan-Nya kepada mereka, terlebih lagi untuk menunaikan syukurnya. 
Karena jumlahnya yang banyak dan bervariatif, sesungguhnya manusia benar-benar 
banyak berbuat kezhaliman terhadap dirinya lagi banyak ingkar terhadap nikmat-
nikmat Tuhannya.2 
Begitu halnya dengan keterbatasan manusia dalam menghitung, sehingga 
banyak fenomena dalam keidupan sehari-hari yang sulit diselesaikan dengan cara 
langsung. Matematika pada dasarnya berkaitan dengan pekerjaan menghitung. 
Dengan keterbatasan manusia dalam menghitung, sehingga banyak fenomena 
dalam keidupan sehari-hari yang sulit diselesaikan dengan cara langsung. Sehingga 
dibutuhkan matematika sebagai alat bantu dalam menyelesaikan suatu masalah baik 
algoritma berfikir dari matematika, cara berhitung, ataupun hanya sebagai simbol-
                                                          
1Kementerian Agama RI, Al-Qur’an dan Terjemahan(Bandung: Wali Oasis Terrace 
Recident, 2012) 





simbol untuk menyederhanakannya. Semakin hari semakin canggihnya ilmu 
pengetahuan dan teknologi yang ada, maka hampir semua masalah tersebut dapat 
diselesaikan.  
Banyak permasalahan yang muncul dalam persamaan diferensial maka 
dibutuhkan beberapa metode dalam menyelesaikan masalah tersebut. Persamaan 
diferensial dapat diselesaikan dengan cara analitik  seperti pemakaian transformasi, 
penggunaan subtitusi, dan penggunaan konstanta sembarang. Namun, penyelesaian 
yang sering ditemukan adalah penyelesaian diferensial linear. Kenyataannya 
permasalahan yang banyak ditemukan adalah bukan hanya persamaan diferensial 
linear melainkan permasalahan persamaan diferensial non linear, salah satu 
contohnya  yaitu pada sistem bendungan. Khususnya sistem bendungan yang terdiri 
dari dua bendungan, dimana bendungan yang satu terletak dibawah bendungan 
yang lain. Dalam penelitian ini bendungan diasumsikan sebagai bejana, karena 
bejana mempunyai kesamaan fisik dengan bendungan. Walaupun pada 
kenyataannya pada bentuk bendungan tidak teratur. 
Bejana merupakan benda berongga yang bisa diisi dengan berbagai jenis 
cairan atau serbuk dan pada umumnya digunakan sebagai wadah,tabung,dan 
sebagainya. Bejana terdiri dari beberpa jenis, salah satunya adalah bejana 
berhubungan. Bejana berhubungan  yaitu beberapa bejana yang  saling terhubung 





Pada penelitian Urzula Ferdek3 membuktikan salah satu hukum alam pada 
bidang fisika yang kemudian diterjemahkan ke dalam betuk model matematika. 
Banyaknya hukum alam dan hipotesa yang dapat diterjemahkan ke dalam 
persamaan diferensial. Pada Penelitian Julius Sigit Wicaksono4 menyatakan bahwa 
pemodelan matematika pada satu dan dua bejana merupakan salah satu penerapan 
dari persamaan diferensial, dimana sistem dua bejana mempunyai tiga penyelesian 
berdasarkan rasio peredamnya. 
Salah satu metode untuk memperoleh solusi dari model matematika 
tersebut adalah Metode Transformasi Laplace. Metode Transformasi Laplace 
(Laplace Transformation) merupakan salah satu metode yang digunakan untuk 
menyelesaikan persamaan diferensial. Metode ini pertama kali diperkenalkan oleh 
Pierre Simon Marquas De Laplace seorang matematikawan Prancis dan seorang 
guru besar di Paris. Keunggulan Transformasi Laplace adalah bahwa masalah nilai 
awal persamaan diferensial linear dapat diselesaikan secara langsung tanpa terlebih 
dahulu menentukan solusi umumnya. 
Keungulan transformasi laplace banyak digunakan oleh peneliti dalam 
mengembangkan penelitian dibidang fisika, matematika, atau masalah keuangan 
(perbankan). Dr. N. A. Patil dan Viaya N. Patil mengembangkan aplikasi laplace 
pada kasus  keuangan atau perbankan. Dari penelitian Patil menjelaskan 
penyelesaian solusi analitik dari sebuah investasi menggunakan transformasi 
laplace, dimana dari bentuk laplace digunakan sebuah fungsi turunan transformasi 
                                                          
3Ferdek Urzula. Journal of Theoritical and Applied Mechanics.”Modelling and Analysis 
of A Twin-Tube Hydraulic Shock Absorber”. Vol 2.(2012). 
4Julius Sigit Wicaksono, “Pemodelan Matematika pada Sistem Pembangkit Listrik 





laplace dalam memperoleh keuntungan yang maksimal.5Pada penelitian 
sebelumnya, oleh Julius Sigit Wicaksono6 hanya menentukan solusi umum dari 
bejana tersebut. Oleh karena banyaknya jenis persamaan diferensial, maka banyak 
pula cara mencari penyelesaiannya. Sebagai contoh, penyelesaian persamaan 
diferensial dapat dilakukan dengan mengubah ke bentuk integral, berdasarkan 
penelitian yang dilakukan oleh Taehee Lee dan Hwajoon Kim7, “The 
Representation of Energy Equation by Laplace Transform”. Penelitian ini 
menjelaskan bagaimana mengubah sebuah persamaan energi ke bentuk Laplace 
pada persamaan diferensial.  Sedangakan persamaan diferensial homogen dapat 
diubah menjadi masalah pencarian akar persamaan karakteristik untuk persamaan 
diferensial itu dan juga dicari penyelesaian khususnya. 
Penelitian ini, akan dicari solusi total dari penggabungan solusi umum dan 
solusi khusus pada persamaan bejana tersebut dengan menggunakan metode 
Transformasi Laplace. Sehingga peneliti bermotivasi untuk mengambil judul 
“Solusi Persamaan Diferensial pada Sistem Bejana menggunakan Metode 
Transformasi Laplace” 
B. Rumusan Masalah 
 Rumusan masalah dari penelitian ini adalah bagaimana hasil 
penyelesaian Persamaan Diferensial pada Sistem Bejana dengan menggunakan 
Metode Transformasi Laplace? 
                                                          
5Asrijal, “Aplikasi Metode Transformasi Laplace pada Dinamika Sistem Fisis-Massa 
Pegas dengan Shock Absorber” Skripsi(Makassar: FST UIN Alauddin Makassar_2016) 
6Julius Sigit Wicaksono, “Pemodelan Matematika pada Sistem Pembangkit Listrik 
Tenaga Air” Skripsi(Yogyakarta:FST Universitas Sanata Dharma_2007) 
7Lee, Taehee. Int. Journal of Math. The Representation of Energy Equation by Laplace 






Tujuan dari penelitian ini adalah mendapatkan hasil penyelesaian dari 
Persamaan Diferensial pada Sistem Bejana dengan menggunakan Metode 
Transformasi Laplace. 
D. Manfaat Penelitian 
Adapun manfaat yang diharapkan dari penelitian ini antara lain sebagai 
berikut : 
1. Bagi penulis 
Untuk mengaplikasikan pengetahuan dan pemahaman penulis tentang 
persamaan diferensial tak linear dan mengembangkan wawasan yang telah 
dipelajari untuk mengkaji suatu persamaan diferensial tak linear khusunya 
dalam hal penerapan pada Sistem Bejana menggunakan metode Transformasi 
Laplace. 
2. Bagi pembaca 
Untuk memperoleh kontribusi pemikiran yang dapat digunakan dalam 
pengembangan ilmu matematika. 
3. Bagi pengembangan ilmu pengetahuan 
Agar dapat dijadikan sebagai sarana informasi atau bahan studi 
kedepannya bagi pembaca dan acuan atau referensi bagi pihak perpustakaan. 
E. Batasan Masalah 
Adapun batasan masalah dalam penelitian ini yaitu kasus yang digunakan 





yaitu kasus Pada Sistem Bendungan tanpa aliran air, dimana bendungan diasumikan 
sebagai Bejana. 
F. Sistematika Penulisan 
Secara garis besar, sistematika penulisan draft penelitian ini adalah sebagai 
berikut : 
Bab I Pendahuluan 
Berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, mafaat 
penelitian, batasan masalah dan sistematika penulisan. 
Bab II Tinjauan Pustaka  
Berisi Persamaan Diferensial, Persamaan Diferensial Linear, Persamaan 
Diferensial Linear Homoen dan Tak Homogen, Penerapan Persamaan Diferensial, 
Deret Binomial, Pemodelan Matematika pada Sistem Bejana,Transformasi 
Laplace, Transformasi Laplace dari Derivatif, Penerapan Transformasi Laplace 
pada Persamaan Diferensial, Invers Transformasi Laplace, Partial Fraction dari 
Transformasi Laplace dan Transformasi Laplace Turunan dan Integral. 
Bab III Metodologi Penelitian 
Berisi Jenis Penelitian, Waktu Penelitian dan Prosedur Penelitian. 
Bab IV Hasil dan Pembahasan  
Berisi Hasil Penelitian dan Pembahasan. 
Bab V Penutup 









A. Persamaan Diferensial 
Persamaan diferensial merupakan persamaan yang memuat turunan dari 
suatu fungsi. Bila fungsi tersebut tergantung pada satu variabel bebas, maka disebut 
Persamaan Diferensial Biasa (PDB) sedangkan bila fungsi tersebut memuat lebih 
dari satu variabel bebas, maka disebut Persamaan Diferensial Parsial 
(PDP).Berdasarkan bentuknya, terdapat persamaan diferensial homogen dan 
persamaan diferensial tak homogen. Disamping itu, berdasarkan ordenya terdapat 
persamaan diferensial orde satu, orde dua, sampai dengan orde-n (orde tinggi). 
Sedangkan berdasarkan koefisiennya, terdapat persamaan diferensial dengan 
koefisien konstan dan persamaan diferensial dengan koefisien variabel (peubah). 
Sedangkan berdasarkan kelinearannya, terdapat persamaan diferensial linear dan 
persamaan diferensial nonlinear. 
Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan diferensial yang 
melibatkan hanya ada satu variabel bebas, jika diambil y(x) sebagai suatu fungsi 
satu variabel, dengan x dinamakan variabel bebas dan y dinamakan variabel tak 
bebas, maka persamaan diferensial biasa dapat dinyatakan dalam bentuk8 
( ) 0,....,''',",',, )( =nyyyyyxf
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Persamaan ini menyatakan bahwa terdapat hubungan antara variabel bebas 
x dan variabel tak bebas y beserta turunan-turunannya dalam bentuk himpunan 
persamaan yang secara identik sama dengan nol. 
B. Persamaan Diferensial Linear 
Suatu persamaan diferensial dikatakan linear jika tidak ada perkalian antara 
variabel-variabel  tak bebas terhadap turunannya. Dengan kata lain, semua 
koefisiennya adalah fungsi dari variabel-variabel bebas.9 
Bentuk umum Persamaan Diferensial Tak linear orde ke-n adalah 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfyxayxayxa nnn =+++ − .' 110
 
(2.1) 
Dengan ( ) ( )xaxaa nn 0,,,0   disebut koefisien persamaan diferensial, sedangkan 
bila tidak dapat dinyatakan seperti pada bentuk persamaan (2.1) disebut persamaan 
diferensial tak linear. 
 Suatu persamaan diferensial biasa tingkat satu derajat satu adalah suatu 
persamaan yang memuat satu variabel bebas biasanya dinamakan x, satu variabel 
tak bebas biasanya dinamakan y, dan  turunan  .
dx
dy
  persamaan diferensial tingkat 







dyyxF  jika ,'
dx
dyy =   maka 
( ) 0',, =yyxF








dyyxF  (2.2) 
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Persamaan (2.2) merupakan persamaan diferensial yang dinyatakan secara 




,=  (2.3) 
Persamaan diferensial tingkat dua secara umum dapat dituliskan seperti 
( ) ,0"'.,, =yyyxF   dengan notasi yang jelas untuk persamaan tingkat tinggi, 
sehingga persamaan sering kali diasumsikan dapat diselesaikan untuk turunan 
tertinggi dan dituliskan ( )',," yyxfy =  
 Orde atau tingkat dari suatu persamaan diferensial ditentukan oleh tingkat 
turunan yang tertinggi yang terdapat pada persamaan tersebut, sedangkan 
derajat/pangkat dari suatu persamaan diferensial adalah pangkat dari turunan yang 
mempunyai tingkat tinggi dari persamaan tertentu.10 
C. Persamaan Diferensial Linear Homogen dan Tak Homogen 
Bentuk persamaan diferensial orde dua yaitu: 
( )xfbyayy =++ '"  (2.4) 
Persamaan (2.4) dikenal dengan nama persamaan homogen jika ( ) 0=xf dan 
dengan nama tak homogen jika ( ) 0xf .11 
• Penyelesaian Persamaan Diferensial Homogen 
Persamaan diferensial homogen orde-n mempunyai bentuk umum: 
Persamaan linear orde n dengan koefisien konstan 
                                                          
10Nugroho Didit Budi, Persamaan Diferensial Biasa dan Aplikasinya Penyelesaian 
Manual dan menggunakan maple,h. 4-12 













n   (2.5) 
Dalam menentukan solusi persamaan diferensial homogen dilakukan hal berikut : 
Bentuk persamaan diferensial homogen yaitu .0'" =++ cybyay   
Misalkan mxey =
 
mxmey ='  
mxemy 2"=  
Sehingga diperoleh, 
( ) ( ) ( ) 0'" =++ ycybya  
( ) ( ) ( ) 0'"2 =++ mxmxmx ecmebema  
( ) ( ) ( ) 02 =++ mxmxmx ecbmeeam  
( ) 02 =++ cbmamemx  
Karena ,0mxe  maka 02 =++ cbmam disebut persamaan karakteristik dari 






























Kemungkinan nilai m1 dan m2 bergantung dari nilai D, yaitu: 
                                                          






1. Jika 0D maka 21 mm   (akar real dan berbeda) 
Jika akar-akar persamaan karakteristik adalah real dan semuanya 
berbeda, maka solusi persamaan xmxmxm neee ,,, 21   merupakan bilangan real 
dan berbeda 21 mm   . maka 
xm






nn ycycycy +++= 2211  
xm
n
xmxm nececec +++= 21 21  (2.6) 
2. Jika 0=D  maka 21 mm = (akar real dan sama) 
Jika persamaan karakteristik mempunyai akar-akar yang sama, maka 
solusi umumya tidak lagi mempunyai bentuk seperti persamaan (2.6) tetapi 
mempunyai bentuk .,,,, 1111 12 xmsxmxmxm exexxee −  jika akar-akarnya berulang 






−+++=   (2.7) 
3. Jika 0D  maka 21 ,mm  merupakan bilangan kompleks (imajiner) 
Solusi umum : 








Contoh 2.1  (Persamaan Diferensial Linear Homogen) 















mxemy 2"=  
01452 =−+ mxmxmx emeem
 
( ) 01452 =−+ mmemx
 
0mxe maka 01452 =−+ mm  
Untuk 01452 =−+ mm  
( )( ) 027 =−+ mm diperoleh 71 −=m  dan 22 =m (Dua akar nyata berbeda) 






Tentukan solusi umum (solusi homogen) persamaan diferensial .012" =+− yy  
Penyelesaian : 
Persamaan karakteristiknya adalah 0122 =+− yy yang mempunyai akar yang 
sama yaitu 1. Jadi solusi ummnya xx xececy 21 += . 
Dengan menggunakan konsep kebebasan secara linear dan prinsip 





tak linear  dengan faktor pengali adalah konstanta. Seperti yang ditunjukan 
dalamTabel 2.1.13 
Tabel 2.1 :Akar Persamaan Karakteristik dan Penyelesaian Umumnya 
Akar Penyelesaian Umum 





xmxm necececy +++= 21 21
 
(2) 





−+++=   
Dua akar kompleks :
imm =21 ,  
xecxecy xx   sincos 21 +=  
 
• Penyelesaian Persamaan Diferensial Tak Homogen 








  (2.9) 
Disebut persamaan tak homogen jika ( ) 0xf  
Penyelesaian dari persamaan (2.9) adalah berbentuk 
( ) ( ) ( )xyxyxy ph +=  
dengan ( )xyh adalah penyelesaian yang bersesuaian dengan persamaan homogen 
dan ( )xy p adalah penyelesaian khususnya. 
Penyelesaian khusus ( )xy p yaitu: 
1. Kaedah Pengali Tak tentu 
Kaedah ini digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial linear 
                                                          





berderajat dua dengan pengali konstanta dan )(xf mengambil salah satu bentuk: 
a) )(xf adalah polinomial berderajat n 
b) axDexf =)(
 
dengan D dan  adalah konstanta 
Jika axDexf =)(  maka solusi umum dalam bentuk axGey =  
c) Jika xCxf cos)( = atau xCxf sin)( = denganC dan  adalahkonstanta. 
Solusi homogennya dicari dalam bentuk  xqxpxf  sincos)( += atau 
xqxpxf  cossin)( +=  
d) Jika xxBnxxAnxf  cos)(sin)()( +=  dimana )(xAn  dan )(xBn  merupakan 
polinom orde-n. solusi homogennya dicari dalam bentuk 
xxBnxxAnxf  sin)(cos)()( +=  
Dalam kaedah ini, bentuk penyelesaian khusus )(xy p adalah ditemui 
berdasarkan pada bentuk dibawah ini. 
Tabel 2.2: Penyelesaian Khusus yang Bersesuaian, )(xy p  
f(x) yp(x) 
n
nn xaxaxaaxP ++++= 
2
210)(  nn xbxbxbb ++++ 2210  
xDe  xGe  
xC cos atau xC sin  xqxp  sincos +  
xxBnxxAn  cos)(sin)( +
 




)(  ( ) xnn exbxbxbb ++++ 2210  



















































Contoh 2.3 (Persamaan diferensial tak homogen) 
Bila )(xf  merupakan polinom berderajat n  maka dicari fungsi polinom yag 
memenuhi persamaan diferensial homogen: 
Misal: cbxaxy ++= 2 (untuk polinom berderajat dua) 

























mxemy 2"=  
022 =−− mxmxmx emeem
 
( ) 022 =−−mmemx
 
0mxe maka 022 =−−mm  
Untuk 022 =−−mm  





Sehingga solusi persamaan diferensial homogen adalah xx BeAey 21 += −  
Tinjau persamaan )(xf  
cbxaxy ++= 2  
baxy += 2'  
ay 2"=  









3422'" 2 ++=−− xxyyy  
( ) ( ) 342222 22 ++=++−+− xxcbxaxbaxa  
34222222 22 ++=−−−−− xxcbxaxbaxa
 
( ) ( ) 34222222 22 ++=−−+−−+− xxcbaxbaax  
Mencari nilai a,b dan c 
• 22 22 xax =−  
1−=a  
• ( ) xxba 422 =−−  
422 =−− ba  
Subtitusi 1−=a  










Subtitusi 1−=a dan 1−=b  diperoleh 
32)1()1(2 =−−−− c  
3212 =−+− c  
2−=c  
Subtitusi 1−=a  , 1−=b dan 2−=c  
Sehingga cbxaxy ++= 2  
22 −−+−= xxy  
Soulusi persamaan diferensialnya adalah 
22221 −−−+=
− xxececy xx  
Contoh 2.4 (Persamaan Diferensial Tak Homogen) 















04" =− yy  
042 =− mxmx eem  
( ) 042 =−memx  
0mxe maka 042 =−m  
Untuk 042 =−m  











Dari tabel 2.2, penyelesaian khusus yang harus dipilih adalah xp Pexy =)(
solusi tak homogennya adalah: 
xPey 2= → xPxey 2=  
xx PxePey 22 2' +=  
xxx PxePePey 222 422" ++=  
xx PxePe 22 44 +=  
Subtitusi ke persamaan awal 
xeyy 224" =−  
xxxx ePxePxePe 2222 2444 =−+  



























2. Kaedah Variasi Parameter 
Kaedah variasi parameter adalah lebih umum lagi dan keistimewaannya 
adalah kaedah ini boleh digunakan kepada sebarang persamaan dengan pengali 
variabel. 
Adapun langkah-langkahnya adalah sebagai berikut: 
Misal persamaan diferensial orde 2 non homogen 
)('" xrbyayy =++   (2.10) 
Memiliki solusi total ph yyy +=  
dengan: 
:hy solusi homogen 
:py  solusi linear homogen 
(a) Menentukan penyelesaian Persamaan Diferensial  homogen 
Penyelesaian Persamaan diferensial homogen persamaan (2.10) adalah: 
0'" =++ byayy  
(b) Menentukan penyelesaian persamaan diferensial tak homogen 
• Menetukan solusi umum 






),(xuu = dan 
)(xvv =  
dengan )(xu dan )(xv adalah solusi homogen yang saling 
bebas linear. 
• Menentukan turunan py : 
''''' 2211 vyyvuyyuy p +++=  (2.12) 
• Menentukan persamaan syarat: 
0'' 21 =+ yvyu  (2.13) 
Sehingga 
''' 21 vyuyy p +=  (2.14) 
"''"''" 2211 vyyvuyyuy p +++=  (2.15) 
• Substitusi persamaan (2.12), (2.14), (2.15)  ke persamaan (2.10) : 
( ) ( ) )(''"''"'' 21212211 xrvyuybvyuyavyyvuyyu =+++++++  
( ) ( ) )('''''"'" 21222111 xryvyubyayyvbyayyu =+++++++  
Karena 0'" 111 =++ byayy  dan 0'" 222 =++ byayy maka 
)('''' 21 xryvyu =+  (2.16) 
• Menentukan u dan v : 
Eliminasi persamaan (2.13) dan (2.16) 
0'' 21 =+ yvyu  

































































D. Penerapan Persamaan Diferensial 
Jika sebuah objek bergetar atau berosilasi bolak-balik, pada lintasan yang 
sama, setiap osilasi memakan waktu yng sama, maka gerakan itu bersifat periodik.14 
Karena suatu partikel/sebuah objek yang bergerak osilasi mengalami gesekan, 
maka gerakan suatu partikel tersebut akan berhenti berosilasi dimana gerakannya 
disebut gerakan teredam. Salah satu pertikel yang mengalami gerak osilasi dan 
teredam adalah Pegas. 
Pegas memiliki sifat elastik jika ditarik dan kemudian dilepaskan maka 
pegas akan kembali pada posisi semula. Sifat elastik ini tidak hanya terjadi pada 
pegas saja, akan tetapi pada hampir tiap benda dalam batas-batas tertentu. Jika 
sebatang kawat diregangkan dengan suatu gaya, maka kawat akan bertambah 
panjang. Jika gaya yang digunakan tidak terlalu besar, maka pertambahan panjang 
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kawat adalah sebanding dengan gaya yang bekerja, seperti dikemukakan pertama 
kali oleh Robert Hooke(1678). Hukum Hooke menyatakan “Jika sebuah benda 
diubah bentuknya, maka benda itu akan melawan perubahan bentuk (deformasi) 
dengan gaya yang sebanding dengan besar deformasi, aslakan deformasi ini tidak 
terlalu besar”. Secara matematis, Hukum Hooke dapat dituliskan sebagai berikut: 
F kx= −
 (2.17) 
Dimana k adalah konstanta pegas. Rumus ini menyatakan  bahwa gaya yang 
dikerjakan oleh sebuah pegas pada sebuah benda berbanding lurus dengan 
pergeseran benda, namun berlawanan arah. 15 




 = =   (2.18) 










= = − 
 














= = − + 
 




  (2.20) 
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k: konstanta pegas (Nm)  
m: massa pegas (kg) 
b: gaya gesek pegas (N) 
Jika gaya pegas adalah satu-satunya gaya luar yang bekerja pada benda 
maka pada benda tersebut berlaku Hukum Newton II. Secara sistematis dapat 




F :  Gaya  (N) 





Ketika suatu sistem pegas diberi gaya, maka respon yang terjadi bergantung 
pada gaya luar yang diberikan pada sistem dan redaman yang dialami sistem 
tersebut. Total gaya yang bekerja pada massa m dalam sistem teredam adalah 
F kx cv= − −  (2.22) 
dimana 





v : kecepatan massa dimana dxv
dt
=  
Dari persamaan (2.21) dan (2.22), diperoleh 
2
2
dx d xkx c m
dt dt
− − =  
Kedua ruas dijumlahkan dxkx c
dt






+ + =  
atau  dapat dimodelkan ke bentuk lain 
2
2 0
d x c dx k
x
dt m dt m
+ + =  (2.23) 
Hal ini disebabkan gaya gesekan yang lain diabaikan yang mempunyai 








     
−  −     










    
−  −    











   
−   
  





Penyelesaian dari akar-akar persamaan (2.24) tergantung dari besarnya 
konstanta peredam pada frekuensi alami yang mengalami gesekan, dimana nilainya 






2 4c mk=  
2c mk=
 
Misalkan 1c c= maka 






 dimana  disebut sebagai rasio peredam. 
Dengan menggunakan istilah frekuensi alami dan rasio peredam tanpa 
adanya gesekan, maka persamaan (2.23) dapat ditulis 
2
2 0
d x c dx k
x
dt m dt m







 + + =  
Sehingga persamaan (2.24) dapat ditulis sebagai berikut 
2





Persamaan (2.26) hanya berlaku jika 1,  akan tetapi jika 0 1, 
persamaan tersebut menjadi 
2
1,2 1x i  = −  −  
Pada umumnya redaman terdiri dari tiga kasus,yaitu: 16 
1. Peredaman berlebihan/Overdamped response ( 1  ) 
Benda yang mengalami Overdamped memiliki waktu yang sangat lama 
untuk kembali pada posisi setimbangnya ketika di berikan gaya atau hambatan. 
Hal ini dikarenakan gaya/redaman yang diberikan pada benda sangat besar. 
2. Peredaman kritis/Critically damped response ( 1 = ) 
Benda yang mengalami peredaman kritis biasanya langsung berhenti 
osilasi (benda langsung kembali ke posisi setimbangnya) ketika diberikan 
gaya/hambatan. Benda langsung berhenti berisolasi karena redaman yang 
dialaminya cukup besar. 
3. Peredaman berkurang/Underdamped Response ( 0 1  ) 
Benda yang mengalami Underdamped biaasanya melakukan beberapa 
osilasi sebelum berhenti.  Benda masih melakukan beberapa getaran sebelum 
berhenti karena redaman yang dialaminya tidak terlalu besar. 
E. Deret Binomial 
Teorema: 
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Untuk bilangan real p, fungsi 
1
( ) (1 )nf x p= +  dapat dinyatakan sebagai deret 












     
+ = = + + +     
     
  , 1x   
Dengan ( 1)( 2) ( 1)
!
p p p p p n
n n
  − − − +
= 
 







berlaku untuk bilangan real p dan n bilangan bulat positif. 
Penerapan deret binomial pada teorema torricelli: 
1. Fluida  
Fluida adalah zat yang dapat mengalir. Tekanan dan gaya saling 
berhubungan,tetapi keduanya berbeda. Tekanan didefinisikan sebagai gaya 
persatuan luas, dimana gaya F  sebagai magnitudo gaya yang bekerja pada 





:P Tekanan ( )2/N m pa=  
:F Gaya ( )N  
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:A Luas Permukaan ( )2m  
Kita sekarang mencoba menghitung secara kuantitatif bagaimana 
tekanan di dalam suatu cairan yang memiliki densitas seragam akan berubah-
ubah menurut kedalaman cairan itu. Umpamakan permukaaan cairan berada 




Tekanan yang diberikan oleh cairan pada kedalaman h ini timbul akibat 
berat lapisan-lapisan cairan yang menindih di atas titik tersebut. Sehingga, gaya 
dari berat cairan yang bekerja pada bidang seluas A adalah: 
( )F mg V g Ahg = = =  
Dimana 
Ah : volume lapisan-lapisan cairan diatas titik dimaksud 
 : densitas cairan ( )3kgm−  
g : percepatan gravitasi ( )2ms−  
Tekanan P akibat berat cairan oleh karenanya adalah: 
A 
h 








= =  
P gh=  
Luas bidang A tidak mempengaruhi besarnya tekanan pada kedalaman 
yang ditetapkan. Tekanan fluidaa berbanding lurus dengan densitas cairan dan 
dengan kedalaman lokasi titik (benda di dalam cairan tersebut. Secara umum, 
tekanan pada kedalaman yang sama di dalam sebuah cairan yang homogen 
akan sama besar. 18 
2. Usaha dan Energi 
Usaha adalah hasil perpindahan dan komponen gaya yang sejajar 





 Usaha ( )J  
:F Gaya ( )N  
:s Jarak Perpindahan Benda ( )m  
                                                          
18






Energi Kinetik adalah energi pada benda-benda yang bergerak. Energi 
kinetik dapat dirumuskan sebagai berikut: 
1
2k
E mv=  
dimana 
:kE  Energi Kinetik ( )J  
:v kecepatan benda ( )1ms−  
:m massa Benda ( )kg  
Energi Potensial adalah energi yang dihasilkan oleh gaya-gaya yang 




E mv=  
Dimana 
:pE  Energi Potensial ( )J  
:g gravitasi ( )2ms−  





Energi Mekanik adalah jumlahan energi kinetik dan energi potensial 
yang dapat dirumuskan sebagai berikut 
m k pE E E= +  
 
3. Persamaan Kontinuitas 
Jika kecepatan fluida di penampang 1A dan di penampang 2A sebesar 
1v dan 2v , maka volume fluida yang mengalir melalui penampang 1A  dsama 











Volume fluida yang melewati bidang penampang 1A dalam waktu t
adalah 1 1A s , dimana 1s adalah jarak perpindahan fluida selama waktu t . 














  A2 








1 1 1 1 1 1
1 1 1








Dimana 1 1 1V A s =  adalah sebuah volume bermassa 1m dan 1
adalah densitas benda. Begitupun pada fluida yang melewati bidang 
penampang 2A , laju aliran fluida adalah 2 2 2A v . Karena diketahui laju aliran 
fluida yang mengalir melalui penampang 1A sama dengan yang mengalir 







1 1 1 2 2 2A v A v =
 
Persamaan diatas disebut Persamaan Kontinuitas. 
4. Persamaan Bernoulli 
Pada gambar 2.2, usaha total yang dilakukan untuk mengalirkan fluida 
dari penampang 1A  ke penampang 2A sama dengan perubahan energi mekanik 
fluida. Sehingga dapat dirumuskan: 
total mW E=  
1 2 k pW W E E− =  +  
( ) 2 21 1 2 2 2 1 2 1
1 1
2 2
P A s P A s mgh mgh mv mv  −  = − + − 
   
2 2
1 1 1 1 2 2 2 2
1 1
2 2
PA s mv mgh P A s mv mgh + + =  + +
 
2 2
1 1 1 2 2 2
1 1
2 2







1 1 1 2 2 2
1 1
2 2
m mP mv mgh P mv mgh
 
   
+ + = + +   
     
2 2
1 1 1 2 2 2
1 1
2 2
P v gh P v gh   + + = + +  
Persamaan diatas disebut persamaan bernoulli. 
Persamaan bernoulli dapat diterapkan pada banyak situasi praktis. 
Salah satunya adalah menghitung kecepatan aliran fluida pada sistem bejana. 





h: Tinggi air (m) 
H: tinggi air ke Pipa 
P1: tekanan udara 
P2: tekanan air di bawah 
A1: Luas penampang air yang masuk pada pipa 










Dengan menggunakan persamaan bernoulli: 
2 2
1 1 1 2 2 2
1 1
2 2
P v h P v h   + + = + +
 
Karena pipa bejana dalam keadaan mendatar, maka 1 2h h=  dan 





P v =   (2.27) 
Dimana P adalah selisih tekanan pada bejana. 





gh v =  
2 2v gh=  (2.28) 
Persamaan (2.28) menyatakan kecepatan air pada saat h. Dengan cara yang 
analog, kecepatan air ada saat H adalah: 
2 2v gH=  
Misalkan A adalah luas penampang dari pipa bejana, maka laju rata-
rata air saat h adalah 
0 ( )q h c h=  (2.29) 










Dengan cara yang analog dipeoleh laju rata-rata air saat H  adalah: 
0 ( )q H c H=  










0 ( )q h c h c H h H = = + −   
1
2
1 h Hc H
H
 − 




















0 ( ) 1q h cH x= +  























0 ( ) 1 2





   ( )h H H−   
( ) ( )0 2
cq H h H
H
= + −  





 =  
Jadi, untuk h  semakin membesar, maka: 
( ) ( ) ( )0 0q h q H h H= + −  




c H c h  = − +  
  
 
( )h  (2.33) 
Persamaan (2.33) dikenal dengan konstanta torricelli. 
F. Pemodelan Matematika pada Sistem Bejana 
Sebelum membahas tentang Sistem Pembangkit Listrik Tenaga Air, yang 
terjadi pada sistem bendungan khususnya sistem bendungan yang terdiri dari dua 





Akan dibahas terlebih dahulu bagaimana memodelkan secara matematis untuk 
Sistem Pembangkit Listrik Tenaga Air. 
Untuk memperoleh model ini, diasumsikan bahwa bendungan sebagai 
bejana. Hal ini dikarenakan, tidak mudah untuk mendapatkan model matematika 
untuk ketinggian air pada bendungan, jika dilakukan percobaan langsung terhadap 
bendungan tersebut, karena mengandung risiko yang terlalu berbahaya, dan 
disamping itu pula mungkin dapat mengganggu objek aslinya. Bentuk bejana 
dipilih karena mempunyai kesamaan dalam bentuk fisiknya dengan bendungan, 
walaupun pada kenyataannya bentuk bendungan tidak teratur. 
Berikut merupakan ilustrasi sistem bejana, yakni bejana tanpa adanya aliran 








Gambar 2.5. Bejana dengan aliran air yang masuk. 
dengan 
h:  Tinggi air pada sistem bejana (m) 


















A: Luas penampang yang memuat air pada sistem bejana (m)  
1q : Aliran air yang masuk ke dalam sistem bejana 3 1( )m s−  
Pada kedua gambar tersebut, terlihat bahwa pada bagian bawah masing-
masing sistem bejana tersebut diberi saluran air yang berupa pipa, yang berfungsi 
sebagai jalan air untuk keluar. 
Sistem Satu Bejana tanpa Aliran Air 
Masalah yang muncul pada sistem bejana gambar 2.1 adalah bagaimana 
menentukan ketinggian dan volume air yang sesuai pada sistem bejana. Untuk itu 
perlu diberikan beberapa penyederhanaan atau asumsi-asumsi sebagai berikut: 
a) Tidak adanya aliran air yang masuk ke dalam sistem bejana. 
b) Tinggi dan volume air pada keadaan awal adalah tertentu,  0h dan 0V . 
c) Tidak ada pengaturan untuk aliran air yang keluar dari pipa bejana. 
d) Tidak ada kebocoran pada pipa bejana. 
Misalkan ( )V t  adalah volume air pada sistem bejana pada saat t, maka 
( )dV t
dt
 adalah laju pertambahan volume air pada sistem bejana pada saat t, yakni 
aliran air yang masuk kedalam sistem bejana pada saat t dikurangi dengan aliran air 
yang keluar dari sistem pada saat t, dengan kata lain 
1 0
( ) ( ) ( )dV t q t q t
dt
= −  
Karena diasumsikan tidak ada aliran yang masuk pada sistem bejana, maka 






( ) ( )dV t q t
dt
= −    (2.34)
  
Diketahui 
( ) ( )V t Ah t=    (2.35)
  
Maka 
( ) ( )[ ( )]dV t d dh tAh t A
dt dt dt
= =    (2.36)
  
Sehingga dari persamaan (2.35) dan (2.36) diperoleh 
0
( ) ( )dh tA q t
dt
= −    (2.37)
  
Untuk mencari aliran air yang keluar 0( )q pada pipa bejana saat t, digunakan 
teorema Torricelli yaitu 
0 ( ) ( )q t h t=    (2.38)
  
dengan  adalah sebuah konstanta positif. 
Sehingga dari persamaan (2.37) dan (2.38) diperoleh 
( ) ( )dV tA h t
dt
= −    (2.39)
  





0( )( ) ( ) q tdh t h t
dt A A

= − = −    (2.40)
  
Persamaan (2.40) menyatakan laju berkurangnya tinggi air pada bejana, 
yakni aliran air yang keluar bejana saat t  dibagi dengan luas penampang pada 
sistem bejana. Jika luas penampang bejana pada bejana semakin besar dari aliran 
air yang keluar pada bejana saat t . 
Sistem Dua Bejana tanpa Aliran Air 
Untuk mendapatkan solusi model matematika pada Sisitem Pembangkit 
Listrik Tenaga Air pada sistem bendungan khususnya sistem bendungan yang 
terdiri dari dua bendungan, dimana bendungan yang satu terletak dari bendungan 





































Gambar 2.7. Dua Bejana dengan Aliran Air yang Masuk 
Dimana: 
B1: Bejana yang terletak di atas 
B2: Bejana yang terletak di bawah 
h1:  Tinggi air pada  B1(m) 
h2:  Tinggi air pada  B2(m) 
0q : Aliran air yang keluar dari B2
3 1( )m s−
 
q1: Aliran air yang masuk pada B1   
q2: Aliran air yang keluar dari B1  dan masuk pada B2 3 1( )m s−  
A1: Luas penampang yang memuat air pada sistem B1(m2) 
A2: Luas penampang yang memuat air pada sistem B2(m2) 
Masalah yang muncul pada dua sistem bejana seperti pada gambar 2.6. 
adalah bagaimana menentukan ketinggian dan volume air yang sesuai pada B2. 
Untuk itu beberapa penyederhanaan atau asumsi-asumsi,yaitu: 
1. Tinggi dan volume air B1 pada keadaan awal adalah tertentu, h0 dan V0. 
2. Keadaan awal B2 adalah kosong. 
3. Ukuran pipa aliran air yang keluar dari B1. 
4. Tidak ada aliran yang masuk pada B1. 
5. Tidak ada pengaturan pada pipa dari kedua sistem bejana. 
6. Tidak ada kebocoran pada kedua pipa sistem bejana. 





Misalkan V1(t) adalah volume air B1 saat t, maka
dt
tdV )(1 adalah laju 
perubahan volume air pada B1saat t, yakni aliran air yang Masuk pada saat t 
dikurangi dengan aliran air yang keluar pada saat t, dengan kata lain 
)()()( 211 tqtqdt
tdV
−=   (2.41)
 
Diketahui 
)()( 111 thAtV =
 
 (2.42)








tdV )()()( 11111 ==  (2.43) 
Dari persamaan (2.41) dan (2.43) diperoleh 
)()()( 2111 tqtqdt
tdh
A −=  (2.44) 
 Untuk mencari aliran air yang keluar
 
pada pipa B1 pada saat t, 
digunakan Teorema Torricelli ( 1 1( )h t ) yaitu 
)()( 112 thtq =  (2.45)
  






tdhA =+   
Karena tidak ada aliran air yang masuk pada B1, maka 
0)()( 1111 =+ thdt









Persamaan (2.46) menyatakan laju berkurangnya tinggi air pada bejana. 
Misalkan
dt
dD = , persamaan (2.45) dapat ditulis 
( ) 0)(111 =+ thDA   (2.47) 
Dengan cara yang sama, untuk B2 dimisalkan  ( )2V t adalah volume air pada 
B2 saat t, maka 
( )2dV t
dt
adalah laju perubahan volume air pada B2 saat t. Yakni aliran 
air yang masuk pada saat t dikurangi dengan aliran yang keluar pada saat t. 
Diperoleh   
2
2 0
( ) ( ) ( )dV t q t q t
dt
= −  (2.48) 
Diketahui 







( )2 2 2
dV t d A h t
dt dt






=  (2.50) 
Persamaan (2.48) dan Persamaan (2.50) diperoleh 
( )2
2 2 0( ) ( )
dh t
A q t q t
dt
= −  (2.51) 
Untuk mencari aliran air yang keluar
 
pada pipa B2 pada saat t, digunakan teorema 
Torricelli, yaitu 
0 2 2( ) ( )q t h t=  (2.52) 
Sehingga dari Persamaan (2.51) dan Persamaan (2.52) diperoleh 
( )2
2 2 2 2( ) ( )
dh t
A q t h t
dt
= −  
( )2
2 2 2 2( ) ( )
dh t
A h t q t
dt
+ =  
2 2 2 2( ) ( )














( ) )()( 2222 tqthDA =+   (2.54)
  
Dari persamaan (2.45) dipeoleh 
( )2 2 2 1 1( ) ( )A D h t h t + =  (2.55) 
Bila kedua ruas pada persamaan (2.55) dikalikan dengan ( )11 +DA , 
diperoleh 
( ) ( ) ( )111111222 )()(  +=++ DAthDAthDA
 (2.56) 
Karena ( ) 0)( 1111 =+  DAth , maka 
( ) ( ) 0)( 11222 =++  DAthDA  
( ) 0)()( 2211212212 =+++ thDAADAA   
Karena
dt




































( ) ( )2 ( ) 0n n
d h t dh t h t
dt dt























 =  
Dimana 
: Rasio Peredam dan 2 :n Frekuensi Alami. 
G. Transormasi Laplace 
Transformasi laplace adalah suatu model operasional yang dapat digunakan 
secara mudah untuk menyelesaikan persamaan diferensial linier. Dengan 
menggunakan transformasi laplace, dapat diubah beberapa fungsi umum seperti 
fungsi sinusoida, fungsi sinusoida teredam, dan fungsi eksponensial menjadi 
fungsi-fungsi aljabar variabel kompleks s.19 
Transformasi Laplace dapat diterapkan sebagai metode untuk penyelesaian 
persamaan diferensial, baik sebagai masalah nilai awal maupun nilai batas. Untuk 
memudahkan proses penyelesaian langkah demi langkah, disediakan tabel yang 
memuat Transformasi Laplace dan Inversnya. Keunggulan Transformasi Laplace 
didalam menyelesaikan suatu masalah nilai awal secara langsung. Artinya bahwa 
masalah nilai awal dapat diselesaikan tanpa terlebih dahulu harus menetukan solusi 
umumnya.20 
Definisi 
                                                          
19Sugiyarto, Persamaan Difeerensial (Yogyakarta:Binafsi Publisher,2014), h.95 
20Ratnasari, Fungsi Green  yang dikonstruksi pada Persamaan Diferensial Liner Tak 





Misalkan )(tf suatu fungsi t
 
yang tertentu 0t . Maka transformasi Laplace dari






















   
Dimana dianggap bahwa parameter s riil. 
Transformasi Laplace dari )(tf dikatakan ada apabila integral (2.58) 
konvergen untuk beberapa harga ,s bila tidak demikian maka transformasi 
Laplacenya tidak ada. 
Suatu fungsi )(tf  mempunyai orde eksponensial   jika ada suatu kontanta 
nyata positif ,0a  
atfe t − )(
   (2.59)
  
Sedemikian sehingga )(tfe t− mendekati nol, jika t  mendekati tak 
terhingga ( )→t .21 
Jika 0,1)( = ttf maka 
                                                          





























































Jika 0,)( = tetf at maka 














































                                                          















































Contoh 2.5 (Transformasi Laplace) 
Carilah Transformasi Laplace dari  tett −+− 52cos34 2  
Penyelesaian: 


















































=  adalah kontinu secara sebagian-sebagian untuk .0t  
Diasumsikan bahwa kttt  21  adalah titik-titik diskontinu dari '.f  untuk  



















































































Atau dapat ditulis dengan 
  )0()()(' fssFtfL −=  
Sehingga kita dapatkan beberapa rumusan sebagai berikut : 
1.   )()( sFtfL =  
2.   )0()()(' fssFtfL −=  
3.   )0(')0()()('' 2 fsfssFtfL −−=  





I. Penerapan Transformasi Laplace pada Persamaan Diferensial 










dimana  dan   adalah konstanta, dengan syarat awal  
( ) AY =0   ( ) BY =0'  
dimana A  dan B  adalah konstanta yang diketahui. 
 Dengan mengambilkan transformasi Laplace dari dua persamaan di atas, 
akan diperoleh persamaan aljabar untuk menentukan ( )  ( ).sytYL =  
Untuk solusi pemecahannya diperoleh dengan mendapatkan transformasi 
Laplace invers dari ( )sy . 
Contoh 2.6 (Transformasi Laplace) 
Tentukan selesaian persamaan diferensial xYY =+'' dengan ( ) 10 =Y dan ( ) 20' −=Y  
Penyelesaian : 
Dengan transformasi Laplace masing-masing bagian dari persamaan diferensial 
diperoleh 
    }{"}"{ xLYLYLYYL =+=+  












ysys =++−  






































































( ) ttttY sin3cos −+=
 
J. Invers Transformasi Laplace 
Jika Transformasi Laplace suatu fungsi ( )tf  adalah ( ),sF yaitu 
( )  ( ),sFtfL = maka ( )tf  disebut invers Transformasi Laplace dari ( )sF  dan 
ditulis : 
( )  ( )tfsFL =−1    (2.60)
  
Dengan 1−L  dinamakan operator transformasi Laplace invers 







Jika f dan g  fungsi kontinu untuk 0t dan mempunyai Transformasi Laplace F
maka )()( tgtf = untuk setiap 0t .23 
Bukti: 
Sifat transformasi Laplace juga berlaku pada invers Transformasi Laplace. Suatu 
Transformasi Laplace. Misalkan )(sF dinyatakan: 
)()()()( 21 sfsfsfSF n+++=   
Andaikan      ,)()(,,)()(,)()( 1212111 sfLtfsfLtfsfLtf nn −−− ===  maka fungsi 
)()()()( 21 tftftftf n+++=  mempunyai transformasi yaitu ).(sF  dengan 
menggunakan sifat ketunggalan diperoleh: 
       )()()()( 1211111 sFLsFLsFLsFLf n−−−− +++=   
K. Partial Fraction dari Transformasi Laplace 




sQ dengan banyak fraksi, dimana )(sP dan )(sQ merupakan suku 
polinomial, oleh karenanya, terlebih dahulu dipelajari bagaimana fraksifraksi yang 
terlibat atau dihasilkan diubah ke fraksi pecahan agar didapatkan solusi dari 
persamaan diferensial biasa.Mengubah Fraction menjadi Partial Fraction. 
                                                          




























Dimana  ( )( ) ( )nasasassP −−−= 21)( , maka terdapat tiga kemungkinan dari 
).(sP yaitu: 
1. )(sP akar-akarnya riil dan berbeda. Tuliskan masing-masing faktor ),(sP
dan tambahkan koefisien yang sesuai ( )dstBA ,, pada bagian pembilang. 
Contoh 2.7 
a. 
( ) ( )













































































































b. ( ) ( )






















3. Jika akar-akarnya bilangan kompleks biaabiaa −=+= 21 ,  



































Untuk dapat memanfaatkan Transformasi Laplace ini, terdapat tabel 
Transformasi Laplace seperti pada tabel 2.4 
Tabel 2.4 Invers Transformasi Laplace dari Beberapa Fungsi 
F(s) L-1{F(s)} 








































atnet −  















Konvolusi dari dua fungsi adalah yang terkait dengan perkalian dari fungsi-fungsi 
melalui Transformasi Laplace balik. Diberikan ( )tf  dan ( )tg  kontinu pada selang 
interval terbatas  t,0 24 
Konvlusi gf *  dari f  dan g adalah 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )duutfuftgftgtf −== **    (2.61)
  
Jika ( )tf  dan ( )tg  sebagaimana disyaratkan di atas dan dindaikan 
( ) ( ) ( ) ( ) tgtfLsGsF *=    (2.62)
  
yang ekuivalen dengan 
( ) ( ) ( ) ( )tgtfsGsFL *1 =−    (2.63)
  
Dengan menggunakan transformasi ( ) ( ) ( ),* tgtfth = diperoleh 
( ) ( ) ( )



















                                                          
24Ratnasari, Fungsi Green  yang dikonstruksi pada Persamaan Diferensial Liner Tak 





Dengan mengubah turunan pengintegralan dari t dan u pada interval 
pengintegralan tutut  0,0,0 yang ekivlen dengan 
,,0  tut  diperoleh integrasi 





Dengan menggunakan perubahan peubah ,' utt −=  
( ) ( ) ( )
( ) ( )























Sifat-sifat dasar (aljabar) dari konvolusi fungsi antara lain: 
1. fggf ** =                        (komutatif) 
2. ( ) hfgfhgf *** +=+    (distributif) 
3. ( ) ( )hgfhgf **** =         (Asosiatif) 
L. Transformasi Laplace Turunan dan Integral 
Transformasi Laplace dari Turunan 
Misalkan ( )tf  kontinu dan mempunyai turunan yang kontinu bagian deni 
bagian ( )tf '  pada setiap selang berhingga .0 Tt    andaikan juga bahwa ( )tf  
berada dalam tingkat eksponensial untuk Tt   maka 
( )  ( )  ( )0.' ftfLstfL −= 25
 
                                                          







karena ( )tf '  kontinu bagian demi bagian pada ,0 Tt   maka ada sejumlah 
berhingga selang bagian, katakanlah ( ) ( ) ( ),,,...,,,,0 211 TTTTT n  dimana pada setiap 
selang ini ( )tf '  kontinu dan limit ( )tf '  untuk t mendekati titik ak hir setiap selang 
baginya berhingga. Maka 

















−−−− +++=   
Dengan metode pengintegralan parsial, ruas kanannya menjadi 
( ) ( ) ( ) ( )























































Karena ( )tf  kontinu, kita dapat menuliskan 









   (2.64)
  
Sekarang, karena ( )tf
 
berada dalam orde eksponensial, maka untuk T yang 
cukup besar berlaku  
( ) ( )TsTsTsT MeMeeTfe  −−−− =  
Kemudian ambillah limitnya untuk →T  pada Persamaan ( )2.64  dan 









( )  ( ) ( ) ( ) ( )  ( )00''
00






Misalkan ( )tf suatu fungsi sehingga ( ) ( )tf n 1− kontinu dan ( ) ( )tf n kontinu 
bagian dari bagian dan setiap selang berhingga .0 Tt  Misalkan pula bahwa
( ) ( ) ( ) ( )tftftf n 1,,', − berada dalam tingkat eksponensial untuk .Tt  maka 
( )( )  ( )  ( ) ( ) ( )( )00'0 121 −−− −−−−= nnnnn ffsfstfLstfL   
Buktikanlah bahwa jika ( )tf '
 
kontinu ( )tf " kontinu bagian demi bagian 
pada setiap selang berhingga .0 Tt  dan jika ( )tf dan ( )tf ' berada dalam orde 
eksponensial untuk .Tt  maka 
( )  ( )  ( ) ( )0'0'" 2 fsftfLstfL −−=  
Bukti 
Misalkan ( ) ( ).' tftg = maka ( )tg memenuhi syarat, sehingga
( )  ( )  ( )0' gtgsLtgL −=  
jadi ( )  ( )  ( )0''" ftfsLtfL −=  
( )  ( )  ( )0'0 fftfsLs −−=  







A. Jenis Penelitian 
Jenis penelitian yang digunakan adalah studi pustaka. 
B. Waktu Penelitian 
Waktu yang digunakan dalam pelaksanaan penelitian ini terhitung dari 
bulan Juli 2018-Desember 2018.  
C. Prosedur Penelitian 
Langkah-langkah untuk menyelesaikan persamaan diferensial pada Sistem 
Bejana dengan menggunakan metode Transformasi Laplace adalah sebagai 
berikut : 
1. Mendapatkan model atau persamaan diferensial tak linear homogen pada 




( ) ( )2 ( ) 0n n
d h t dh t h t
dt dt
 + + =
   
2. Menentukan solusi umum ),(2 th persamaan diferensial tak linear homogen 
dari model sistem bejana, dengan syarat 
a. Peredam Berlebihan jika 1     
b. Peredam Kritis jika 1 =   
c. Peredam Berkurang jika 0 1    
3. Dalam memperoleh solusi khusus terlebih dahulu mengkonstrusinya ke 
bentuk Transformasi Laplace kemudian menggunakan metode 











4. Menentukan solusi total ht dari penggabungan solusi umum )(2 th  dengan 
solusi khusus ph  
pt hthh += )(2   






























Inputan  Rasio peredam, 
 frekuensi 
Membentuk  model sistem bejana  
Dua Bejana Tanpa Aliran Air 
Mencari solusi khusus  dari model 
Persamaan diferensial menggunakan metode 
Transformasi Laplace 




Mencari solusi umum  dari 






HASIL DAN PEMBAHASAN 
A. Hasil Penelitian 
Untuk mendapatkan solusi dari sistem bendungan yang diasumsikan 
sebagai bejana khususnya sistem bejana yang terdiri dari dua bejana, dimana bejana 








B1: Bejana yang terletak di atas 
B2: Bejana yang terletak di bawah 
h1:  Tinggi air pada  B1(m) 
h2:  Tinggi air pada  B2(m) 
0q : Aliran air yang keluar dari B2
3 1( )m s−
 
q2: Aliran air yang keluar dari B1  dan masuk pada B2 3 1( )m s−  
A1: Luas penampang yang memuat air pada sistem B1(m2) 















Model yang telah didapatkanpada sistem bejana adalah Persamaan diferensial 




( ) ( )2 ( ) 0n n
d h t dh t h t
dt dt
 + + =  
dimana :  
:  Rasio Peredam 
:
 Frekuensi Alami 
:2h Tinggi air pada sistem B2 (m) 
:t waktu 
Pada Persamaan tersebut terdapat tiga kasus, yaitu:  
1. Kasus Peredam Berlebihan ( 1  ) 
Bentuk solusi umumnya adalah 
txtx
ececth 21 212 )( +=
 (4.1)
  
Pada Persamaan (4.1) menyatakan tinggi air pada B2 saat t yang 
menunjukkan laju volume air bertambah. Sehingga semakin besar laju 
volume air pada B2 maka semakin besar tinggi peningkatan air.  






















Maka Persamaan (4.2),(4.3), dan (4.4) disubstitusi ke Persamaan (2.39), 
diperoleh  
2 22 0xt xt xtx e xe e + + =  
( )2 22 0xte x x + + = dengan ,0xte  maka
 
2 22 0x x + + =   (4.5) 
Persamaan (4.5) adalah Persamaan karakteristik. 
Akar-akar karakteristik dari Persamaan (4.5) dengan menggunakan rumus 












( ) ( )( )2 2
1,2
2 2 4 1
2.1
x






















  −  −
=  









1x dan 2x pada Persamaan (4.6) adalah akar-akar karakteristik. 
Dengan menyubstitusi Persamaan (4.6) ke Persamaan (4.1), maka solusi 
umumnya yaitu : 
2 2( 1) ( 1)




Persamaan (4.7) menyatakan tinggi air pada bejana 2B saat t . 
Dengan 21 ,cc adalah konstanta, yang nilainya kedua konstanta tersebut 
bergantung dari )0(2h dan ,)0(2dt
dh
  seperti yang diuraikan di bawah ini. 
Misalkan  
2 2( 1) ( 1)
2 1 2( ) t th t c e c e     − + − − − −= + ,)0( 22 Ah = 22 )0( Bdt
dh
= maka 
diperoleh 1c dan 2c adalah sebagai berikut. 
• 22 )0( Ah =  
2 2( 1) ( 1)
2 1 2( ) t th t c e c e     − + − − − −= +
2 2( 1)0 ( 1)0
2 1 2(0)h c e c e     − + − − − −= +  
212 )0( cch +=  
Karena 22 )0( Ah =   maka 











( ) ( ) ( )
2 21 12 22
1 2
( ) 1 1t tdh t c e c e
dt
     
     
− + − − − −
= − + − + − − −  
( ) ( ) ( )
2 21 0 1 02 22
1 2
(0) 1 1dh c e c e
dt
     
     
− + − − − −







( ) ( ) ( )
2 21 0 1 02 2
2 1 21 1B c e c e
     
     
− + − − − −
= − + − + − − −
 
( )2 22 1 21 1B c c     = − + − + − − −  
2 2







































+ + −  
  =


















Sehingga untuk →t maka 0)(2 →th dan ,0)(2 →tV yang berarti untuk 






Untuk mencari solusi khusus, diperoleh dengan menggunakan Metode 












































































































2 )()()(  




























Jika diasumsikan bahwa pada saat →t  grafik )(2 th mengalami kenaikan 
cukup lambat dibanding dengan grafik ste− maka  0)(2 →− the st untuk 
→t sehingga  
( )  )0()0(0)( 22002 hhethe st −=−=
−
 











Dari Persamaan (4.10), maka transformasi Laplace dari turunan pertama 


















Transformasi Laplace dari turunan kedua sebuah fungsi dapat dicari dengan 






















































Maka untuk mendapatkan solusi khususnya, pada Persamaan (2.39) diubah 
ke bentuk laplace  




( ) ( )2 ( ) 0d h t dh tL L L h t L
dt dt
 
   







( ) ( )2 ( ) 0d h t dh t h t
dt dt
 + + =   dengan syarat awal 0)0(2 =h
, syarat batas 1)0(2 =
dt
dh
, dan syarat peredam kritis 1= , maka diperoleh: 




( ) ( )2 ( ) 0d h t dh tL L L h t L
dt dt
 
   
+ + =   
  
 
   2 22 2 2( ) (0) (0) 2 ( ) 2 (0) ( ) 0
dh




− − + − + = 
 
 
( ) ( )2 2 22( ) 2 (0) 2 (0) 0
dhH s s s h s
dt
  + + − + − =  
Substitusi 0)0(2 =h dan 1)0(2 =dt
dh
 
( ) ( )2 2( ) 2 0 2 1 0H s s s s  + + − + − =  























Untuk mencari solusi Persamaan diferensial asal,ubah )(sH dari bentuk s  
ke bentuk t
 























Jadi, solusi totalnya adalah jumlahan dari solusi umum dan solusi khusus. 
( ) pt hthh += 2  
2 2( 1) ( 1)
1 2
t t t
th c e c e te
      − + − − − − − = + +
  
 
2 2( 1) ( 1)
1 2
t t t
th c e c e te
      − + − − − − −= + +   
Contoh kasus 4.1 (Julius Sigit Wicaksono, Pemodelan Matematika Pada 
Sistem Pembangkit Listrik Tenaga Air, h.73) 




keadaan mula-mula air pada 
2B adalah kosong, dan laju awal bertambahnya air pada 2B  adalah 1. 







































































12 )( −− +=  





































































2)2(0221 =−−=−= cAc  
Substitusi nilai 1c  dan 2c  ke Persamaan 
tt ececth 22
3
12 )( −− +=  ,diperoleh 
solusi umum: 
tt eeth 232 22)( −− −=  
Solusi khususnya adalah: 



































0)(6)0(5)(5)0()0()( 2222 =+−+−− sHhssHshdt
dh
sHs  
( ) ( ) 0)0(5)0(65)( 222 =−+−++ dt
dh
shsssH  
Substitusi 0)0(2 =h dan 1)0(2 =dt
dh
 
( ) ( ) 015065)( 2 =−+−++ ssssH  
( ) 165)( 2 =++ sssH  
65









Dari bentuk ini, kita ubah bagian fraksinya: 


























































































Untuk mencari solusi Persamaan diferensial asal,ubah )(sH dari bentuk s  
ke bentuk t
 















































Jadi, solusi totalnya adalah 
pt hthh += )(2  






Gambar 4.1 Tinggi Air untuk Peredam Berlebihan 
2. Kasus Peredam Kritis ( 1 = ) 
Solusi umumnya yaitu: 








Persamaan (4.13) menyatakan tinggi air pada bejana 2B saat .t  yang 
berarti keadaan awal 2B  sama dengan nol. Nol artinya tidak ada air pada 
bejana .2B
 
Dengan 1c dan 2c adalah konstanta, yang nilainya kedua konstanta tersebut 
bergantung dari )0(2h dan dt
dh )0(2
, seperti yang diuraikan di bawah ini. 
Misalkan ( ) ( )2 1 2( ) th t e c tc−= + ,  222 )0(,)0( Bdt
dh
Aht ==  
Maka diperoleh 1c  dan 2c  adalah sebagai berikut 
• 22 )0( Ah =  
( ) ( )02 1 2(0) 0.h e c c−= +  
12 )0( ch =  
Karena 22 )0( Ah =   maka 






( ) ( )2 1 2( ) th t e c tc−= +  
( ) ( )
2 1 2( ) t th t c e tc e − −= +  
( ) ( ) ( ) ( )2 1 2
( ) ( ( )t t tdh t c e c e t e
dt







( ) ( ) ( ) ( )0 0 02 1 2
(0) 0( ( )dh c e c e e
dt
   − − − = − + + −
 
 
( )  2 1 2
(0)
.1 1 0dh c c
dt
= − + +  










( )2 1 2B c c= − +  
Substitusi 21 Ac =  
( )2 2 2B A c= − +  
( )2 2 2c B A= +  
Contoh kasus 4.2 (Julius Sigit Wicaksono, Pemodelan Matematika Pada 
Sistem Pembangkit Listrik Tenaga Air, h.75) 
Misalkan diketahui bahwa 1, 3, = = keadaaan mula-mula pada 2B adalah 
kosong, dan laju bertambahnya air 2B pada mulanya adalah 1. 

















( ) ( )2 1 2( ) th t e c tc−= +
 
( ) ( )21
3.1
2 )( tcceth t += −  
( )21
3
2 )( tcceth t += −  








01 =c  
( ) ( ) 13.101222 =+=+= ABc  
Substitusi nilai 1c  dan 2c  ke Persamaan ( )21
3
2 )( tcceth t += −  ,diperoleh 
solusi umum: 
( )( ) tt teteth 332 10)( −− =+=  
Solusi khususnya adalah: 










































( ) ( ) 0)0(6)0(96)( 222 =−+−++ dt
dh
shsssH  
Substitusi 0)0(2 =h dan 1)0(2 =dt
dh
 
( ) ( ) 016096)( 2 =−+−++ ssssH  
( ) 196)( 2 =++ sssH  
96









Dari bentuk ini, kita ubah bagian fraksinya: 















Kalikan dengan ( )23+s untuk mendapat nilai B : 
( ) BsA ++= 31  
Substitusi ( ) BAs ++−=−= 3313  
B=1  
Untuk mendapatkan nilai A  digunakan metode substitusi. 

























0= A  













Untuk mencari solusi Persamaan diferensial asal,ubah )(sH dari bentuk s  































Jadi, solusi totalnya adalah 
( ) pt hthy += 2
 
    tttt tetetey 333 2 −−− =+=
 
 
Gambar 4.2 Tinggi Air untuk Peredam Kritis 
3. Kasus Peredam Berkurang ( 0 1  ) 
Solusi umumnya yaitu: 
( )( ) ( )( )( ) 2 22 1 2( ) cos 1 sin 1th t e c t c t    −  = − + −    (4.14)
 
 
Persamaan (4.14) menyatakan tinggi air pada bejana 2B saat .t  





bertambahnya tinggi air pada bejana 2B  adalah semakin tinggi peningkatan 
air. 
Dengan 1c dan 2c adalah konstanta, yang nilainya kedua konstanta 
tersebut bergantung dari )0(2h dan ,)0(2dt
dh
seperti yang diuraikan di bawah 
ini. 
Misalkan 








Ah == , maka diperoleh 1c dan 2c adalah sebagai berikut 
• 22 )0( Ah =  
( )( ) ( )( )( ) 2 22 1 2( ) cos 1 sin 1th t e c t c t    −  = − + −    
( )( ) ( )( )( )0 2 22 1 2(0) cos 1 0 sin 1 0h e c c    −  = − + −    
( ) ( )( )0sin0cos1 212 ccA +=  
( )0.1.1 212 ccA +=
 
12 )0( ch =
 












( )( ) ( )( )( ) 2 22 1 2( ) cos 1 sin 1th t e c t c t    −  = − + −    
( )( ) ( )( )( ) 2 ( ) 22 1 2( ) cos 1 sin 1t th t e c t e c t    − −= − + −  
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) 2 ( ) 2 22
1
( ) 2 ( ) 2 2
2
( )
. cos 1 1 sin 1




c e t e t
dt
c e t e t
 
 
      
      
− −
− −
 = − − + − − +
  
 − − + − −
  
 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )0 2 ( )0 2 22
1
( )0 2 ( )0 2 2
2
(0)
. cos 1 0 1 sin 1 0







      
      
− −
− −
 = − − + − − +
  
 − − + − −
  
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )





.1cos 0 1 1 sin 0 .1sin 0




   
 




( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 22 1 2(0) .1.1 1 1 .0 .1.0 1 1 .1dh c cdt      
   = − + − + − + −
        
( ) ( )22 1 2(0) 0 0 1dh c cdt   
  = − + + + −      































Sehingga untuk →t maka 0)(2 →th dan ,0)(2 →tV yang berartu 
untuk jangka waktu yang lama, maka tidak ada air pada bejana .2B
 
Contoh Kasus 4.3 (Julius Sigit Wicaksono, Pemodelan Matematika Pada 
Sistem Pembangkit Listrik Tenaga Air, h.77) 
Misalkan diketahui 4 , 13,
2 13
 = = keadaan mula-mula pada 2B adalah 
kosong, dan laju bertambahnya air 2B  pada mulanya adalah 1. 

































































































( ) ( )( )tctceth t 3sin3cos)( 2122 += −
 
































Jadi, solusi umumnya adalah  












Solusi khususnya adalah: 



































0)(13)0(4)(4)0()0()( 2222 =+−+−− sHhssHshdt
dh
sHs  







Substitusi 0)0(2 =h dan 1)0(2 =dt
dh
 
( ) ( ) 0140134)( 2 =−+−++ ssssH  
( ) 1134)( 2 =++ sssH  
134
1)( 2 ++= sssH
 





















































is 321 +−= atau is 321 −−=  














Untuk mencari solusi Persamaan diferensial asal,ubah )(sH dari bentuk s  
ke bentuk t menggunakan invers Transformasi Laplace. 








































































L Berdasarkan pada Tabel 4.2 diperoleh ate −  








































































sehingga, ( ) ( )teteh ttp 3sin3
13sin
3





Jadi, solusi totalnya adalah 
( ) pt hthh += 2
 




















Gambar 4.3 Tinggi Air untuk Peredam Berkurang 
B. Pembahasan 
Benda yang mengalami redaman berlebihan/Overdamped memiliki waktu 
yang sangat lama untuk kembali pada posisi setimbangnya ketika di berikan gaya 
atau hambatan. Karena gaya yang diberikan pada benda sangat besar. Pada gambar 
4.1 menunjukan tinggi air untuk peredam berlebihan yang menyatakan volume air 
pada saat bejana 2B adalah konstan yang bergantung dari )0(2h dan ,)0(2dt
dh
 waktu 
peningkatan air yang terjadi pada  2B
 





bertambahnya tinggi air pada  2B  sehingga  semakin besar laju awal  pada   2B  
maka semakin tinggi peningkatan air   2B
.
  
Benda yang mengalami peredaman kritis/Criticallydamped biasanya 
langsung berhenti osilasi (benda langsung kembali ke posisi setimbangnya) ketika 
diberikan gaya, karena redaman yang dialaminya cukup besar. Pada gambar 4.2  
menunjukan tinggi air untuk peredam kritis yang menyatakan volume air pada saat 
bejana 2B adalah sama sehingga  peningkatan laju perubahahan atau laju 
peningkatan volume air sama dengan laju awal pada   2B  . 
Benda yang mengalami Underdamped biaasanya melakukan beberapa 
osilasi sebelum berhenti. Karena redaman yang dialaminya tidak terlalu besar. Pada 
gambar 4.3  menunjukan tinggi air untuk peredam berkurang menyatakan volume 
air pada saat bejana 2B adalah konstan yang bergantung dari )0(2h dan ,)0(2dt
dh
 
waktu peningkan air yang terjadi pada  2B
 
berbeda beda  yang sesuai dengan laju 
awal bertambahnya tinggi air pada  2B  sehingga  semakin besar laju awal  pada   
2B  maka semakin tinggi peningkatan air   2B
.
 Akibatnya peningkatan laju 
perubahahan atau laju peningkatan volume air sama dengan laju awal pada   2B . 
 








Berdasarkan uraian dari BAB IV dapat disimpulkan bahwa solusi 
persamaan diferensial pada sistem bejana dengan menggunakan metode 
Transformasi Laplace adalah sebagai berikut: 
Penyelesaian solusi umumnya adalah 
2 2( 1) ( 1)
2 1 2( ) t th t c e c e     − + − − − −= +  






Penyelesaian solusi total dilakukan dengan menggabungkan solusi umum 
dan solusi khusus, sehingga diperoleh 
2 2( 1) ( 1)
1 2
t t t
th c e c e te
      − + − − − − −= + +  
B. Saran  
Penyelesaian dari penelitian ini menggunakan metode transformasi laplace. 
Untuk kepentingan penelitian lanjutan dapat dilakukan dengan menggunakan kasus 
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